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Аннотация 
Представлена модель массопереноса в пузырьковом потоке, связывающая поток вещества из пузыря с его геометри-

ческими и динамическими характеристиками. Модель основана на работах В. Г. Левича и справедлива в приближении уста-
новившейся однородной пузырьковой среды. Результаты позволяют прогнозировать массообменные характеристики хими-
ческих или биологических реакторов, комбинируя представленную модель с фотографиями и видеозаписями пузырькового 
течения.

Abstract 
A model of mass transfer in a bubble flow is presented that relates the flow of matter from a bubble to its geometric and dynam-

ic characteristics. The model is based on the works of V. G. Levich and is valid in the approximation of a steady-state homogeneous 
bubble medium. The results allow us to predict the mass transfer characteristics of chemical or biological reactors by combining the 
presented model with photo/video records of bubble flow.

Рассмотрим процесс растворения труднорастворимых газов в жидкости (воде) на примере системы из од-
ного пузыря с воздухом (кислородом). Интенсивность этого процесса ограничена скоростью отвода растворенно-
го газа от поверхности пузыря со стороны жидкой фазы.

Одним из наиболее общих уравнений, описывающих массоперенос в такой системе выступает уравнение 
конвективной диффузии:

( )v
C

D C C
t

∂
=∇ ⋅ ∇ − +

∂
 ,

где C = C(r,t) — концентрация растворенного кислорода, t — время, D — коэффициент диффузии, v — поле ско-
рости жидкости,   — функция источника или стока вещества (применяется для учета химических и биологиче-
ских реакций с участием растворенного газа).

В упрощенной постановке задачи коэффициент диффузии можно считать постоянным, источники и погло-
тители отсутствуют, а поле скоростей описывает несжимаемый поток с нулевым значением дивергенции. Пред-
положим, что концентрация растворяющегося газа на поверхности пузырька остается постоянной, а газ раство-
ряется стационарно за  счет конвективного переноса растворенных молекул. Также будем считать, что пузырь 
сферический, а поле скоростей набегающей жидкости симметрично по углу ϕ. Так как движение пузыря симме-
трично относительно вертикальной оси, скорость движения жидкости не зависит от угла ϕ и равна нулю ( 0vφ =  ). 
Поэтому при переходе к сферическим координатам с началом в центре пузыря (угол θ отсчитывается от точки 
набегания потока против часовой стрелки) можно опустить лишние слагаемые. Таким образом, с учетом выше-
сказанного уравнение конвективной диффузии примет вид:
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При больших значениях числа Пекле можно не учитывать член 
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Для решения воспользуемся подходом, предложенным В. Г. Левичем [1], вводя в рассмотрение функцию 
тока ψ такую, что:
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При этом граничные условия для функции тока будут иметь вид:
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Тогда можно рассматривать концентрацию как функцию ( )( ), ,C rθ ψ θ . Выполнив данную подстановку, 
можно получить выражение для плотности диффузионного потока:
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где δ — толщина диффузионного слоя пузыря, равная
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Таким образом можно вычислить полный поток вещества через поверхность пузыря Σ:
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Для умеренных чисел Рейнольдса Левичем была предложена связь между скоростью движения жидко-
сти на поверхности пузыря ν0 и скоростью набегающего потока U (также относительная скорость движения 
пузыря) [1]:
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Таким образом, если пренебречь диффузионным потоком в области отрыва (так как площадь поверхности 
данной области мала), итоговая формула для полного потока вещества представима в виде
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В  безразмерном виде поток растворенного газа можно записать как число Шервуда, выраженное через 
числа Рейнольдса и Шмидта:
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Здесь β  — средний по поверхности коэффициент массоотдачи (усреднение локального коэффициента 
массоотдачи как полный поток вещества, деленный на полную площадь поверхности межфазной границы), SΣ — 
площадь поверхности пузыря.

Полученная модель, связывающая поток газа из пузыря в жидкость с размерами и скоростью пузыря, мо-
жет использоваться для анализа пузырьковых сред по данным фотографий и видеосъемки с применением алго-
ритмов компьютерного зрения. Так, при помощи нейросетевой модели сегментации могут быть найдены параме-
тры, определяющие интенсивность массообмена в пузырьковой среде: размеры газовых включений и их скоро-
сти. Например, в работе [2] показана возможность эффективной сегментации пузырей в газонасыщенной среде 
как классическими методами компьютерного зрения, так и нейросетевыми алгоритмами. Эти методы могут быть 
расширены за счет представленной модели и использоваться для уточнения локальных массообменных характе-
ристик в пузырьковых средах химических и биологических реакторов [3].
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